
Екі вектордың векторлық көбейтіндісі және қасиеттері 

Мына шарттарды: 1) |𝑐| = |𝑎⃗| ∙ �𝑏�⃗ � ∙ 𝑠𝑠𝑠 �𝑎⃗𝑏�⃗�� ;  2) 𝑐 ⊥ 𝑎⃗, 𝑐 ⊥ 𝑏�⃗ ;  3)𝑎⃗, 𝑏�⃗ , 𝑐 үштік (құрайды) 

құрауы керек қанағаттандыратын 𝑐 векторын 𝑎⃗ және 𝑏�⃗  векторларының векторлық 
көбейтіндісі деп атаймыз. 𝑐 = 𝑎⃗ × 𝑏�⃗  немесе 𝑐 = �𝑎⃗𝑏�⃗ �. 

№1.𝑎⃗(3;−1;−2), 𝑏�⃗ (1; 2;−1) векторлары берілген.  

Табу керек: a) 𝑎⃗ × 𝑏�⃗ =? ;        б) �2𝑎⃗ + 𝑏�⃗ � × 𝑏�⃗ =? ;        в) �2𝑎⃗ − 𝑏�⃗ � × �2𝑎⃗ + 𝑏�⃗ � =? 

Шешуі: а)  𝑎⃗ × 𝑏�⃗ = �
𝚤 𝚥 𝑘�⃗
𝑥1 𝑦1 𝑧1
𝑥2 𝑦2 𝑧2

� = �
𝚤 𝚥 𝑘�⃗
3 −1 −2
1 2 −1

� = 𝚤 + 6𝑘�⃗ − 2𝚥 + 𝑘�⃗ + 4𝚤 + 3𝚥 = 

= 5𝚤 + 𝚥 + 7𝑘�⃗ = 𝑐(5; 1; 7) 

бұл жерде 𝑎⃗(𝑥1,𝑦1, 𝑧1), 𝑏�⃗ (𝑥2,𝑦2, 𝑧2) анықтауыш Саррюс ережесі бойынша есептелінді. 

б) �2𝑎⃗ + 𝑏�⃗ � × 𝑏�⃗ = 2𝑎⃗ × 𝑏�⃗ + 𝑏�⃗ × 𝑏�⃗ = (6;−2;−4) × (1; 2;−1) + 0�⃗ =? 

2𝑎����⃗ × 𝑏�⃗ = �
𝚤 𝚥 𝑘�⃗
6 −2 −4
1 2 −1

� = 2𝚤���⃗ + 12𝑘�⃗ − 4𝚥 + 2𝑘�⃗ + 8𝚤 + 6𝚥 = 10𝚤 + 2𝚥 + 14𝑘�⃗ = 𝑐(10; 2; 14) 

Жауабы: (10;2;14), 𝑏�⃗ × 𝑏�⃗ = 0�⃗  екендігі қасиеті бойынша ескеріледі. 

в) �2𝑎⃗ − 𝑏�⃗ � × �2𝑎⃗ + 𝑏�⃗ � = 4𝑎⃗ × 𝑎⃗ + 2𝑎⃗ × 𝑏�⃗ − 𝑏�⃗ × 2𝑎⃗ − 𝑏�⃗ × 𝑏�⃗ = 4(𝑎⃗ × 𝑎⃗) + 2�𝑎⃗ × 𝑏�⃗ � + 

+2�𝑎⃗ × 𝑏�⃗ � − �𝑏�⃗ × 𝑏�⃗ � = 0 + 4�𝑎⃗ × 𝑏�⃗ � − 0 = 4�𝑎⃗ × 𝑏�⃗ � =? 

4(𝑎������⃗ × 𝑏)����⃗ = 4 ∙ �
𝚤 𝚥 𝑘�⃗
3 −1 −2
1 2 −1

� = 4 ∙ �𝚤 + 6𝑘�⃗ − 2𝚥 + 𝑘�⃗ + 4𝚤 + 3𝚥� = 4 ∙ �5𝚤 + 𝚥 + 7𝑘�⃗ � = 

= (20; 4; 28). 

Бұл жерде 𝑎⃗ × 𝑏�⃗ = −(𝑏���⃗ × 𝑎)����⃗ ;   (𝜆𝑎⃗) × 𝑏�⃗ = 𝜆(𝑎⃗ × 𝑏�⃗ ) және 𝑎⃗ × 𝑎⃗ = 0 қасиеттері қолданыста 
болды. 

№2. 𝑎⃗(2; 1; 0), 𝑏�⃗ (1;−3; 4) векторлары берілген. 

Есепте: �𝑎⃗ × 𝑏�⃗ � =?    Ол үшін, алдымен 𝑎⃗ × 𝑏�⃗ =? 

𝑎⃗ × 𝑏�⃗ = �
𝚤 𝚥 𝑘�⃗
2 1 0
1 −3 4

� = 4𝚤���⃗ − 6𝑘�⃗ + 0𝚥 − 𝑘�⃗ − 0𝚤 − 8𝚥 = 4𝚤���⃗ − 8𝚥 − 7𝑘�⃗ = 𝑐(4;−8;−7) 

|𝑐| = �𝑎⃗ × 𝑏�⃗ � = �𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = √16 + 64 + 49 = √129 



№3.  𝑎⃗ және 𝑏�⃗  векторлары өзара перпендикуляр, |𝑎⃗| = 3, �𝑏�⃗ � = 4. 

Есепте:а) �𝑎⃗ × 𝑏�⃗ � =?,       б) �(𝑎⃗ + 𝑏�⃗ ) × (𝑎⃗ − 𝑏�⃗ )� =?,     в) �(3𝑎⃗ − 𝑏�⃗ ) × (𝑎⃗ − 2𝑏����⃗ )� =? 

Шешуі: а) 𝑎⃗ × 𝑏�⃗ = 𝑐,  |𝑐|����⃗ =�𝑎⃗ × 𝑏�⃗ � = |𝑎⃗| ⋅ �𝑏�⃗ � ∙ sin �𝑎⃗𝑏�⃗�� = 3 ∙ 4 ⋅ sin(900) = 12𝑠𝑠𝑠 �𝜋
2
� = 12,  

𝑠𝑠𝑠 𝜋
2

= 1,  себебі �𝑎⃗𝑏�⃗� = 900 = 𝜑�олар 𝑎⃗ ⊥ 𝑏�⃗  

б) �(𝑎⃗ + 𝑏�⃗ ) × (𝑎⃗ − 𝑏�⃗ )� = 𝑎⃗ × 𝑎⃗ − 𝑎⃗ × 𝑏�⃗ + 𝑏�⃗ × 𝑎⃗ − 𝑏�⃗ × 𝑏�⃗ = 0 + 𝑏�⃗ × 𝑎⃗ − 0 = 2(𝑏�⃗ × 𝑎⃗) 

�2(𝑏�⃗ × 𝑎⃗)� =?;  �2(𝑏�⃗ × 𝑎⃗)� = 2�𝑏�⃗ � ⋅ |𝑎⃗| ∙ sin �𝑎⃗𝑏�⃗�� = 2 ⋅ 4 ⋅ 3 ⋅ 1 = 24. 

в) �3𝑎⃗ − 𝑏�⃗ � × �𝑎⃗ − 2𝑏����⃗ � = 3𝑎⃗ × 𝑎⃗ − 6𝑎⃗ × 𝑏�⃗ − 𝑏�⃗ × 𝑎⃗ + 2𝑏�⃗ × 𝑏�⃗ = 0 − 5�𝑎⃗ × 𝑏�⃗ � + 0 = 

= −5�𝑎⃗ × 𝑏�⃗ �. 

�−5(𝑎����⃗ × 𝑏)����⃗ � = 5|𝑎⃗| ⋅ �𝑏�⃗ � ∙ sin �𝑎⃗𝑏�⃗�� = 5 ⋅ 3 ⋅ 4 ⋅ 1 = 60. 

№4. 𝐴(1; 2; 0), 𝐵(3; 0; 3), 𝐶(5; 2; 6) нүктелері Δ𝐴𝐴𝐴 үшбұрышының төбелері болып 
табылады. Осы үшбұрыштың ауданын есепте, 𝑆Δ𝐴𝐴𝐴 =? Ол үшін 𝐴𝐴�����⃗ =? ,𝐴𝐴�����⃗ =? 

𝐴𝐴�����⃗ = {(𝑥𝐵 − 𝑥𝐴), (𝑦𝐵 − 𝑦𝐴), (𝑧𝐵 − 𝑧𝐴)} = {(3− 1), (0 − 2), (3 − 0)} = {2,−2,3}, 

𝐴𝐴�����⃗ = {(𝑥𝐶 − 𝑥𝐴), (𝑦𝐶 − 𝑦𝐴), (𝑧𝐶 − 𝑧𝐴)} = {(5 − 1), (2 − 2), (6 − 0)} = {4,0,6}. 

𝑆 = �𝑎⃗ × 𝑏�⃗ � = |𝑎⃗| ⋅ �𝑏�⃗ � ∙ sin �𝑎⃗𝑏�⃗�� − 𝑎⃗ және 𝑏�⃗  векторлары арқылы құрылған 

параллелограммың ауданы. Бұл жерде 𝑆Δ𝐴𝐴𝐴 = 𝑆
2
 тең болады. 𝑆 = 2𝑆Δ𝐴𝐴𝐴 =?  

𝐴𝐴�����⃗ × 𝐴𝐴�����⃗ = �
𝚤 𝚥 𝑘�⃗
2 −2 3
4 0 6

� = −12𝚤 + 0𝑘�⃗ + 12𝚥 + 8𝑘�⃗ − 0𝚤 − 12𝚥 = −12𝚤 + 8𝑘�⃗ = 𝑐(−12; 0; 8) 

𝑆 = �𝐴𝐴�����⃗ × 𝐴𝐴�����⃗ � = |𝑐| = √144 + 0 + 64 = √208 = 2√54 = 4√13 

𝑆Δ𝐴𝐴𝐴 =
𝑆
2

=
1
2

4√13 = 2√13. 

№5. (𝑎⃗ + 3𝑏�⃗ ) және (3𝑎⃗ + 𝑏�⃗ ) векторлары арқылы құрылған параллелограмның ауданын 

есепте. Мұнда  |𝑎⃗| = 4, �𝑏�⃗ � = 3, 𝑎⃗𝑏�⃗� = 300 беріген. Шешуі: 

�𝑎⃗ + 3𝑏�⃗ � × �3𝑎⃗ + 𝑏�⃗ � = 3𝑎⃗ × 𝑎⃗ + 𝑎⃗ × 𝑏�⃗ + 9𝑏�⃗ × 𝑎⃗ + 3𝑏�⃗ × 𝑏�⃗ = 3(𝑎⃗ × 𝑎⃗) + �𝑎⃗ × 𝑏�⃗ � −
−9�𝑎⃗ × 𝑏�⃗ � +3(𝑏�⃗ × 𝑏�⃗ ) = 0 − 8�𝑎⃗ × 𝑏�⃗ � + 0 = −8�𝑎⃗ × 𝑏�⃗ �,  𝑆парал. =? 

𝑆 = �−8�𝑎⃗ × 𝑏�⃗ �� = 8 ⋅ |𝑎⃗| ⋅ �𝑏�⃗ � ∙ sin(300) = 8 ⋅ 4 ⋅ 3 ⋅ 1 = 48;  �𝑠𝑠𝑠300 = 1
2
� 

 



Үй тапсырмалары 

1)|𝑎⃗| = 10, �𝑏�⃗ � = 2, 𝑎⃗ ⋅ 𝑏�⃗ = 12 берілген. Есепте: �𝑎⃗ × 𝑏�⃗ � =? 

2) Берілген 𝑎⃗ = 2𝚤 + 3𝚥 + 5𝑘�⃗ ,   𝑏����⃗ = 𝚤 + 2𝚥 + 𝑘�⃗   векторларының векторлық көбейтіндісін 
табыңдар. �𝑎⃗ × 𝑏�⃗ � =? 

3) 𝐴(−1; 2; 3), 𝐵(0;−3; 2), 𝐶(3;−2; 1) нүктелері берілген. Бұлар Δ𝐴𝐴𝐴 үшбұрышын 
құрайды. Осы үшбұрыштың ауданын есептеңдер, 𝑆Δ𝐴𝐴𝐴 =? 

 


